Mnaou mamemamuuap

PEIHIABAE JETHAYNHA U HEJEJJEHAUYNHA
I'PAOUYIKOM METOAOM

VY HapenHOM TekcTy hemo Kpo3 HEKOIMKO NpuMepa NPHKa3aTH METOIy
pelaBama jelHaunHa U HejeAHaYnHA TPahUIKOM METOJIOM.

Saganu:

1. 3a Koje BPeAHOCTH peaTHOT MmapameTpa a jeaHaunmHa |x? — 3x + 2| = a uma
HajBUIIE pelemna’?

ITocmaTpajmMo neBy crpany jenHaunne kao (yHkimjy f(X) , a mecny xao g(X).
I'paduk pyrxmmje f(X)=|x% — 3x + 2| usrmema oBako:
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Tauka T uma KoopauHaTe (— —). Oyuximja g(X)je KOHCTaHTHA 332 CBAKO XIa je

2’4
WmeH rpaduk mapanenaH ca X-ocom. [lpecern aBa rpaduka nahe periema
jennauunne. [locroje 4 moryhHocTH:
1. Ako je a<0 jeaHaumHa HeMa pelIcHa jep Hema mpeceka ca rpaduKkoM
dynxumje f(X);

2. Axo je a=0 v a >i rpaduny uMajy 2 mpeceka;

. 1. .
3. Ako je a=; jeHaunHa MMa 3 pemiema,




Mnaou mamemamuuap

. 1 .
4. Axoje 0 <a< n rpaduny ce cexy Ha 4 MecTa, IIa jeAHaYNHA UMa 4 peliema

(Ha CIIMIIN UCTION).

L . . 1
Opnasne cienu na je HajBehu 6poj perema aare jeanaqdnae 4 3a 0 < a < "

2. I'pacdmuky npeacTaBuTH pelietha jeanaunne x| + |y| = 2.

Jaty jeqHauMHy IOCMaTpaMo y CBAKOM KBaJ[paHTY IOCEOHO.

1. xBagpaut x > 0,y > 0, x +y = 2,y = 2 — X , [pTaMo OBy IIpaBy
2.kBagpant x <0,y >0,—x +y =2,y = x + 2, qpramo OBy IIpaBy
3.xBagpanT x <0,y <0,—x —y =2,y = —x — 2, IpTaMo OBY IIPaBY
4.xBagpautr x > 0,y < 0,x —y = 2,y = x — 2, upTamMo OBy IIpaBy

Y npBOM KBaJpaHTy camMO je IpaBa y=2—X peleme jeHaunHe, Yy
apyroMy = x + 2,y TpeheM y = —x — 2, a y 4eTBpTOM y = X — 2, Ila Cy caMo
JIeJIOBU TIpaBe Y TOM KBaJpaHTy Baxkehu, Kao LITO je NpuKa3aHO Ha rpaduKy.
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3. Pemmtu cucteM jeqHauMHA y 3aBUCHOCTH OJ1 TTapaMeTrpa M: {x Ty" =25

' ] Y P PaT 3% + 4y =m
Jennaunmna x? + y? = 25 ce mpuKasyje Kao Kpyr ca LEHTPOM y KOOPIMHATHOM
MOYETKY U MOJyNpedHuKkoM 5. JluneapHoM jeanaundoM 3x + 4y = m oxapeheH je

CKyH IPaBHX y paBHU MapajelHUX 1PaBoj y = — %x . Bugumo na npaBa u kpyr
MOTY J1a C€ CeKy Y JIBeMa TadKama, y jeIHOj TauK{ WM J1a HeMajy 3ajeJHUYKUX
Tavaka.

Permmo Ha onucaHu HA4YMH OBaj CUCTEM jeHAYMHA.

W3 nunreapHe jemqnaunHe nobuja ce na je

x=373Y

3aMeHOM Y TIPBY jeJIHAYHHY UMaMO
25y% —8my + m? — 225 =10

JIucKpUMHUHAHTa oBe jenHaunne je D = (—8m)? — 4(25(m? — 225))
D = 625 —m?
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1. D >0,m? <625
VY oBoM citydajy moctojalie Be mpeceyHe Tauke, OJHOCHO JIBa pEIleiba, a TO Ce
nemasa 3a —25 <m < 25

2.D =0,m* =625
Y oBoM citydajy TpaBa IOAWpPYje KPYT Y jeqHO] TayKH, Ma OHJA IOCTOjU jeTHO
peuiewe m = 25, m = —25.

3.0 <0, m?>625

Y oBOM ciyyajy Hema NpECceYHHUX Tadaka , a HeMa HH pelierka CHCTeMa 3a
m< —25u m> 25.
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4. PemuTu cucTeM HejeHAYMHA y 3aBUCHOCTH OJ1 TIapaMeTpa .
x—y+2=0
2x+y+1=0
2x—y—1<0

y=a

Jlate HejeHAYMHE, PEIOM, MOTY C€ HallMcaTH Ha ciiefiehu HauuH:
y<x+2
y=z-—-2x—-1
y=2x—1

Ha Oum pemwmnu cucteM TpaduUKOM METONOM, Hajimpe hemMo KOHCTpyHcaTh
rpaduke cnenehux Gynkuuja:

y=x+2
y=-2x-1
y=2x—-1
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y=x+2

y=2x-1
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[Mocmarpamo mnonypaBuu oxpehene rpadunuma. Hejennaumam y < x + 2
OJroBapa IOJypaBaH Hcmoj rpapuka y = x + 2jep je 3a KOOpJIUHATE CBUX
Tayaka y TOj MOJYypaBHM HejeqHaynHa TayHa. CIMYHO TOMe, HejeOHAYMHU
y = —2x —1 oparosapahe monmypaBaH u3HaA ojAroBapajyher rpaduka, a
HejenHaunHu Yy = 2x — 1 momypaBaH wW3Haj ~ oxaroBapajyher rpaduka.
Ob6enexuheMo NoypaBHH U IIOCMATPATH BUXOB MPECEK.
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[Ipecek je Tpoyrao orpanuueH rpaduuuma mpaBux. [Ipecedna Tauka rpaduka
y=—-2x—1wuny=2x—1 nma xoopaunare (0, -1), 3a rpadpuxe y =2x — 1 u
y=x+2 To je Tauka ca xoopauHatama (3, 5) u 3a Tpaduke y =x+2 U
y = —2x — 1 tauka ca xoopaunarama (-1, -1). I'padux ¢pyHkuuje y = a je npasa
napanenHa x-ocu. [locmarpamo Tpu ciydaja:

1. Ako je a < —1 unu a > 5 cucteM HeMa peliewa jep rpadpuk QyHkumje y = a

HE cede MPeceyHH TPOyrao.
. a+1l a+1
2. Axo je —1 < a <1 cucrem UMa peliema U TO Cy: ¥ = a U - SXx=—-

(Jep ce pemiema Hajga3e Ha JYXH KOja je MPECEK MpaBe Y = d U MPECEUHOT
TpOyTJa, a BEeHU KpajeBU Cy Ipeceny Te NpaBe ca mpaBama y = —2x —1 u
y=2x—1).

3.Ako je 1 < a <5 cucreM Takohe uma pemieckha U TOCy: y =aua—2 < x <

aTH (cmyHO Ka0 y cioy4ajy 2).

y=-2x-1 pexel

4 y=a
y=2x-1

y=a
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5. 3a xoje BpeAHOCTH IapaMeTpa M jegHaunHa

Jx2 —4x+5+x2—6x+25=m

rMa peniema’?
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I'padux pynximje Va2 — 4x + 5 + Vx2 — 6x + 25 usriena opako:

Jlokazahemo 1a je Y-KOOpAMHATA H-EHOT TeMeHa V26 mro he 6uTH U HajMama
BPEIHOCT mapameTpa M.

Hajmpe hemo mocraBuTH ycioBe 3a Koje jelHaYlMHA IMa cMHCIa. BpeqHocTy mox
KOpeHHMa Mopajy Ooutu Behe wminu jenHake 0, a JTUCKPUMHHAHTE KBaJpaTHUX
jemHaunHa cy: D1 =42-4-5=16—20=-4<0 u D2=62—-4-25=
36 — 100 = —64 < 0 omakne cienu na cy ode jennaumnae Behe ox 0 3a cBako
x € R. Kako je neBa crpaHa jegnaunae Beha o 0 Mopa OWUTH U JlecHa CTpaHa Ia
je m>0. Kagpupamo jeHauuHy | mociie cpehuBama 1001jamo:

2
J(x? — 4x + 5)(x% — 6x + 25) =mT—(x2 — 5x + 15).

TTOHOBO TOCTABMMO YCIIOB 3a JIeCHy cTpany: m? > 2x% — 10x + 30. Teme

. 5 35
(¢yHKUHje ca 1ecHe CTpaHe UMa KOOpIuHaTe (5, 7), a 1a Ou ycioB BaXkKHO MOpa

na Baxu m? > ? OJIaKJIE CIIEIN YCIOBM = \/% (yemoem < — \/32E HE y3UMaMO
y 003up jep Baxu m=>0). [lorom kBagpupamo u nocie cpehruBama J001jaMo:
4
(m? — 1)x? + (20 — 5m?) — -+ 15m* — 100 = 0. (*)

Jemnaunna (*) Mopa uMaTH peliema Ja OM MMalla W [oja3Ha jep Cy
exBuBaJicHTHE. JluckpumuHanTa jenHauynne (*) mopa outu D>0.
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m4
D = (20 — 5m?)? — 4(m? — 1) (_T + 15m? — 100)
=m® — 36m* + 260m? = m?(m* — 36m? + 260) > 0
owrro je m? > 0 mopa 6utu m* — 36m? + 260 > 0. Veenemo cmeny t=m

Pememe oBe HejeqHaunne je t = 26 wm t < 10 ogHocHO Mm? > 26 nm m? <

10. OnaBze caean aa BaxH m = /26 (cinyuaj m? < 10 He y3umamo y 063up

’35 .
300r ycmoBa m = S ams —V26 300r ycmoBa m = (), mwTo je peleme

3aJaTKa.

Bophe Tpudynosuh I1-1
Muomr Munosanosuh I1-1
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PEHIETKE U MPEXE - IIMKOBA TEOPEMA
I IIpaBMyIHM MOJMIOHM HA EJIOOPOjHOj pelIeTKH

Hedunnnumja 1: Ckyn tadaka R ca memoOpojHHM KoopanHaTama y
JlekapTOoBOM TIpaBOYIJIOM KOOPAWHATHOM CHCTEMY Ha3uWBa ce IeJo0pojHa
pemieTka, Tj.

R={(xylxy€Z}.

Jdedunnumja 2: Ckyn Tadaka y paBHU P umje koopAnHATE MPEACTaBIbajy
1eIo0pojHEe YMHOIIKE peaHux BpegHocTd p U q (p > 0,q > 0) penom, Ha3uBa
Ce MpaBOyTraoHa pelIeTKa, Tj.

P, ={Gp,y9)lx,y € Z}.

Jedunniumija 3: 3a monuroH ce Kaxke J1a je pasareT Ha [eJI00pojHOj WITH
MPaBOYTa0HO] PEIIETKH aKO CBa HEroBa TeMEHA MPUTIA/IAjy TOj PEIIETKH.

Tepheme 1: Axo Tpu TemeHa mapajnernorpaMa MpHIanajy mpaBoOyraoHoj
PELIETKH, TaJa HK0j MPUIaa U YeTBPTO TEME Mapayiesiorpama.

Joxa3: Heka je nara npaBoyraoHa pemieTka

P, g ={(xp,y9)Ix,y € Z}.

Tauke A(px1,qy1), B(pxy,qy2) u C(px3,qy3) Cy HEKe TPH Pa3IHUHUTE
Tayke Te pemerke. YeTBpTo Teme mapanenorpama je tauka D. Heka je tauka M
MOJIHO’Kje HOpMaJie U3 Tauke B Ha mpaBy Koja cajapiku Tauky A U mapajeliHa je ca
X-ocoM, a Tauka N 1mogHokje HopMaie u3 Tauke C Ha IpaBy Koja caapku Tauky D
Y TlapajenHa je ca'y -ocoM (cimka 1).

Kako Baxu ma je |BM| = |CN|u|AM| = |DN|, mory ce u3padyHatu
koopuHare Tauke D(K,I):

k = |px3 — IDN|| = |px3 — plxz — x11| = p|x3 — |22 — x1|| = k1, k1 € Z

L= |qys —ICNI| = |qy3 —qly2 = yil| = qlys = ly2 = nl| = ali, L € Z,
a 1o 3Hauu 1a D npunaza npaBoyraoHoj pemerku b, ;.4

10
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N

v

Cmuka l

Tephemwe 2: JennakOcTpaHUYHH TPOYTao, KBaAPAT U MPABUIHH IIECTOYTa0 Ce
MOT'y pa3aneTy HA HEKOj PaBOyraOHOj PEIIETKH.

Jokas: Pememe je naro Ha cnenehnm ciavkama 2, 3 u 4. ¢

I
¥ ¥

Crmxa 2 Crmxa 3
X oA

Cruxa 4
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Tepheme 3: JennakoctpaHudyHu TPOYrao, KBAIpaT W MPABUIHH IMIECTOYra0 Cy
JeqMHU TPABWIHMA MOAMTOHM KOjU CE MOry pasameTd Ha HEKOj mpaBOyraoHO]
PEIIETKH.

JIokas: AkO mOCTOj HEKH METOyra0d KOju ce MOKE pasameTd HA HEKO)
npaBOyraoOHO] PENIETKH, Taaa NOCTOjU 1 HAJMAbU TAKAB METOYTAO.

[Ipema tBphemy 1, Tauka A;, ka0 4eTBpTO TEME mapaienorpama BAEA,
npunazaa npaBoyraoHnoj pemerku. Tauka O je 1eHTap neroyria.

E ~ D

Baxwu 1a je:

XEAB = 108°
XEOB = 144°.

Jakne, pacnopen je A — 0 — A;. Ciuuno hemo n106utu tauke By, C;, D v Ej.
OBe Tauke uyMHE MpaBWJIAH METOyrao0 kOju je mamu Ox neroyrna ABCDE, a
pAsarer je Ha PemeTKH.

OBO je y cynpOTHOCTH ca IPeTHOCTABKOM, YiME je TBpheme 10Ka3aHo 3a
1eTOYTao.

CnuyHO ce moOkasyje W 33 NMpOW3BOJBAH HpaBwiaH N-toyrao (n = 7).
[TpernocraBumo na je A1AAz ... A, HajMambu N-TOYTra0 KOjU Ce MOXKE pa3amneTH
HA NpaBOyraoOHO] peneTky (ciauka 6).

12
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Baxwu na je:
360°
a =
n
360°
S— e Q)
180°—a
p= 2
- 180°—2%
Bz
450°
p=— .. (2)

= 7

Us (1) u (2) cnemu a < B. Jlame, cnemu 1@ je <A,AjA, > %A, 04,, na je
pacnopen A; — All — 0. CninyaO hemO J10OUTH U TAYKE A’Z,A’3, .., A, OBe Tauke
YUHE MPaBUJIAH N-TOyra0 pasaner Ha MpaBOyraOHOj MpPEXH, KOju je Mamu Of
nonasHor A;A;As ... A,, mTO je cympOTHO ca HPETIOCTaBKOM. THUME je j0Kas3
3ABpIIEH. ¢

Tepheme 4: AkO N Tayaka 1eI00p0jHE PEMIETKE MPEACTABIbAJy TEMEHA
npaBWIHOT N-TOyria (n = 3), Taxa je n=4.

Jlokas: I10 npeTx0aHOM TBphEmY jenrHaKOCTpaHUYHU TPOYyrao, KBajapar
Y MPABWIIHK MIECTOYTA0 CY JEMHU NMPABWIIHK NOJUTOHU KOJU CE MOTY pa3amneTH
HA HEKOJ MpaBOyraOHOj pemeTky. JacHO j€ 11a ce KBaapar MOKE pasaneTy Ha

13
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HENI00POjHOj perreTku. Tpeba mokasaru aa ce jeqHaKOCTpaHWYHH TpOyrao u
MPABWIHM MECTOYra0 HE MOTY PAa3aneTH Ha IeI00p0jHO] PEIIETKH.

AKO ce mpernoctaBM 1a Cc€ Ha LEN00pOJHO] PEMIETKH MOXE pasaneTH

2
jennaxocrpanndrn Tpoyrao ABC, crpanmie a. Tana je merosa mOBpIIHHA — 4\@ .
Fy
P B
L
=l
T /

a
i

Y

Cnuka 7

Kako je a® € Q 6poj To je mospumHa Tpoyriaa ABC upanuonanan 6poj.

Ca npyre ctpaHe ako ce KoHcTpywulie mpaBoyraoHuk MNBP kao Ha cimim
7, Tana je

P(AABC) = P(MNBP) — P(AMAC) — P(AANB) — P(ABPC),

na je nospummHa Tpoyria ABC paunonanan Opoj. Mepa tpoyria ABC ne moxe
HMCTOBPEMEHO OWUTH M pallMOHAJIaH M HpaluoHajaH Opoj, ma je MpeTHoCTaBKa
HEOJIP)KHBA, Tj. 3aKJbYYaK j€ Jla ce jeIHAKOCTPAHUYHH TPOYTao HEe MOXKE pa3areTu
Ha 11eJI00POjHO] PEIIETKH.

Ako Ou ce Ha 11eTOOPOjHO] PELIETKH MOTa0 pa3areTy NpaBUiaH ECTOYTao
A1AyA3ALA5Ag, oHAa OM Ha TOj pelIeTKH OMO pasamneT M jeJHaKOCTPaHWYHH
Tpoyrao A;A3As, a To je ynpaBo IoKa3aHo Jia Hyje Moryhe.¢

14
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Il ITuxoBa TeOpema

Jednunumja 4: IlpedpojuBa Qamunmja 3aTBOpEHUX cKymnoBa M =
{M;|(i € N)} ce nasuBa MO3auk (Mpexa, Te€Cenaluja, pasoujame), ak0 HUXO0BA
yHUja TMOKpWBA LENy paBaH M ak0 cBaka ABa ckyna u3 damuimje umajy
JIMCjYHKTHE YHYTPAIIEBHOCTH, Tj. aKO j€ HCITYEhEHO:

1) € S Uien M;
2) L(M)NI,(M)=0,3acsei,jEN, i #j.

Hajuemrhe pasmatpann Mo3awmm Ccy OHHM KOA KOJUX CYy €JIEMEHTH
¢damunmuje M nmonynapue durype. Enemente ckyna M ce Ha3uBajy eneMeHTapHE
henwmje, enemeHTapHe TuTOuMIle WM camo hemwje. 3a aBe ememeHTapHe hemmje
KOKEMO Ja Cy CycelHe aKo HuMajy 3ajeHMuYkuX Tadaka. Meune henuja
MIpeNICTaBIkajy TPaHe MpPeXe, a lbUX0BE Kpajihe Tauke, Tauke y KojuMa ce cycpehy
Oap TpW IUTIOYHIlE, HA3MBA]y CE YBOPOBH (WJIM TEMEHa) Mpeke. 3a TOJUIOH 4YHja
CBa TeMEHa MPUIaJajy CKyIly YBOPOBa HEKE MpPEXe KaKe ce Jia je pas3aleT Ha Toj
MPEXH.

AKO Cy cBe eleMeHTapHe IUIOYHIIe MO3anKa MOoAyAapHe Tala KakeMo Ja
j€ MO3aMK jeTHOTUITHH (MOHOXEAPAIHH). AKO CE€ CBE IJIOUHUIIC MOTY MOJACIUTU Y
nBe kimace Mel)ycoOHO moaymapHUX IUIOYHMIA, Tala TOBOPHMO O JBOTHUITHOM
(mnxeapaHOM) MO3aWKy M CIWYHO. Hajro3HaTHju MpUMepH Mpeka y paBHH Cy
KBaJIpaTHa, TPOyTraoHa W XeKcaroHaiHa Koje ce o3HadaBajy ca K, T, H pemom.
AXO je TOBpIIMHA CBHX €JEMEHTapHHX Iulounna Mmpexke M jeaHaka HEKO]
BPEIHOCTH K, TaJla Ce Ta MpeXa 03Hauapa ca M¥.

3a nmonuroH F koju je pa3aneT Ha MPOU3BOJHHO] PEIISTKH MOXE CE YBECTH
¢byHKIHIja

f(F) =2b(F) +i(F) - 1,
rze je ca b(F) o3Hauen Opoj Tayaka pemeTke Ha MBHLAMa nojiuroHa, a i(F) 6poj
Tayaka pelieTke Koje Mpuianajy yHyTpalmboCTH OIUIOHa.

15
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1) Heka cy F; u F, nBa monurona ca 3ajeAHUYKOM CTPaHUIIOM U JHC]YHKTHUM
YHYTpPAaIIKk0CTHMA, YHja TEMEHA NIPUIIaIajy CKyIy YBOopoBa jemane ox mpexa K, T
nnu H. 3a noauroH Koju je BUX0Ba yHUja TaJa BaXU:

fF) = f(F) + f(F).

:_L’I
r's
N
o

| 3

| S /

N\ s /

L~ |
o
x L
Crmxa 8
Jlokas: T10 neduuunuju je f(F) = @ +i(F) -1

fF) =22 +i(R) - 1.

Heka je k 6p0j Tauaka Ha 3ajeaHUYKOj cTpanu nmoauroHa Fy u F,. 3a moaurod koju

npencrasiba yHHjy nonurona Fy u F,  Bpeanoct o¢ynkuuja b(F) u i(F) je:
i(F)=i(F)+i(F)+k—-2.
Ako ce y popmynu
1
f(F) = Eb(F) +i(F)—-1

b(F) u i(F) 3amMeHe rope HaBeIeHUM BPEIHOCTHUMA, 1O0H]a ce

fE) = f(F) + f(F).+

16
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[Iperxomuu 10Ka3 HE 3aBUCH OJl BpPCTe Mpexe (KBajpaTHa, TPOYraoHa,
XEKCaroHarHa).
[NoBpmmHa monurona F o3nauasa ce ca P(F).

2) Heka je Il mpaBOyraoHWK udja TeMeHA MPHIAAajy CKYMy YBOPOBA
mpesxe K ca ctpanama mapaenranM KoopanHaTHUM ocama. Tana je P(ID=f(IT).

2!01(33:

Cruxa 9

Heka je Il mpaBoyraoHuk 4mje Cy CTpaHUIle AyKHHAa m ¥ n. Bberoa moBpimHa
je: P(I)=m-'n
bpoj tauaka b(IT) Ha pyOy nmpaBoyraoHuka je:
b(Il) =2m+ 2n
VY yHyTpaumOCTy MpaBOyraOHMKa MMa Ta4aKa:
(M =m-1-Mn-1).
Axo ce Bpeanoctu b(IT) u i(IT) 3amene y hpopmyiu
£UT) = 3b(IT) + i(IT) - 1,
cpehuBamem ce 106uja 1a je
fUn =m-n,
yuMme je nokaszano aa je P(I1) = f(II) .4
3) Heka je T mpasOyriim TpOyrao uuja TEMEHA NMPHUIANA]y CKyIy 4BOpOBa
Mpexe K; ca karerama k0je cy mapamenHe KOOpawHatHuM Ocama. Onma je
nospumHa tpoyrna T jennaka f(T).

17
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Jlokas: Heka je mpaBOyraonuk I1 jeqHOM O cBOjuX aujarOHana rmoaesbeH Ha aBa
npaBoyria Tpoyria T; u T,, KOju ¢y Oy napHu ca TpOyriom T. Baxku na je:

Y4

iy

Cauxa 10
P(Ty) = P(Ty) = P(T)
b(T1) = b(T7) ... (1)
i(T) =i(Ty) ... (2)
W3 penanmja (1) u (2) cnequ:
f(T) = f(T2) = f(T).
Baxe cinenehu unenturetu (m0 npeTx0aHO A0KA3aHOM):
P(Il) = P(Ty) + P(T,) = 2P(T)
fan = f(Ir) + (1) = 2£(T).
Kako je P(IT) = f(I1), ouna je u P(T) = f(T).¢
3) Heka je T npOu3BO/paH TpOyra0 pasamneT Ha KBajaparHOj mpexu Kj.
Tana je mopunHa Tpoyrina T jennaka speanoctu f(T).
Jdoka3: Kpo3 temena TpOyria MOry ce IOCTAaBHTH IO JBE IpaBe
napayesHe KOOpIMHATHUM Ocama, KOje uyuHE mnpaBOyraoHuk. CtpaHe TpOyria
JIeJ1e IpaBOYraOHUK HA HAJBHIIIE TP MPABOYTJIA TPOYIJIA U caM Taj TpOyrao.

b

T [T

o]
=
el

Crmxa 11
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VKOJIHKO j€ HEKA OJ1 CTpaHa MapaseHa ca X Wik Y 0COM Taaa &€ HEKHU 011
tpoyrnosa Ty, T,, T3 nerenepucan. M taksu TpOyri0Bu he 6uth y3etn y
pasMarpame, mpu yemy je BpeaHoct Gpyukuuje f 3a Takas TpOyrao Hysa.

W3 3amaraka 2 u 3, cneaum aa je:
fUan =prdn ... (1)
f(T1) = P(Ty) ... (2)
f(T2) = P(T) ... (3)
f(T3) = P(T3) ... (4)
Taxohe Baku 1a je
fUD = f(T) + f(T) + f(T3) + f(T)
P(IT) = P(Ty) + P(Ty) + P(T3) + P(T).
[Ipema pemaruju (1) je
f(T) + f(T2) + f(T3) + f(T) = P(T1) + P(T2) + P(T3) + P(T).
W3 penanyja (2), (3) u (4) konauno je f(T) = P(T).¢

5) (ITImxoBa Teopema) Ilopprimua monuroHa F pasameror Ha 1emo6pojHO]
pEIIeTKH je jemHakKa

P(F)="2+i(F) -1,

rae b(F) osmauaBa 6poj uBopoBa perretke ca pyba mommrona F, a i(F) 6poj
YBOPOBA PEILETKE U3 YHYTPALIHOCTH nonurona F.

Jdoxa3: Heka je mar momuron F pasaner mHa mpexu. OH ce Moxe
pas3noxuTH Ha Tpoyriose. ObenexxnuMo ca n 6poj TPOYIiIoBa Ha KOjHU j€ TOIUTOH
F pasnoxen. [Ipema 3anatky 4 3a cBaku Tpoyrao T; (i € 1,2, ...,n) Baxu

f(T) = P(Ty).

Jasbe, Kako je

P(F)= ) P(T)
i=1
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FOFY = X, F(T),
KOHAYHO je
P(F) = f(F).¢

6) IoBpmMHA MONMMTOHA pa3aneTor HA TpOyraoHoj mpexu T; (uuje cy

cBe enemeHTapue henuje jeHaKOCTpaHuYHU TPOYTIIOBH NOBpIinHE 1) je jenqnaka
P(F)=2-f(F)=b(F)+2-i(F) -2,

rne b(F) osmauasa 6poj usopoBa mpexe T; ca py6a momurona F, a i(F) 6poj
9YBOpPOBA MCTE MPEKE U3 YHYTPAIIHOCTH MOaUroHa F.

Jlokas: TTocmarpa ce mapanenorpaM 4yuje CTpaHe Hpunanajy TpoyraoHoj
PELIETKH.

YO N F
iy i3
T ra )
A - Fi "
3 S £ 3 3
3, P EEY \
5 - %, F kS kY
- B 5 5 5
- ! ra L bt
- WS 'y %
- w %,

" Cmmra 12

Heka mapanenorpam IT uma ctpanmiie M u N yMHOXAaka pacrojama usmelhy
cycenHux Tadaka. IloBpinuna mapaienorpama je P(I1) = 2mn.
Ha py0y napanenorpama IT uma b(IT) Tauaxa

b(Il) = 2m + 2n.

VYuyrap napanenorpama I1 numa i(IT) Tauaka
imM=m-1)-(n-1).

Cana ce nako nokasyje ia je

fum =L +i(m) — 1= mn.
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ITpema Tome Baku aa je P(IT) = 2f(II).
AKO ce mocMarpa TpOyra0 T 4uje aBe CTpaHHUIE MPHIAnajy TpOyraoHO]
Mpexu (MOJIOBHHA TapasenorpaMa), nmpuMmemnyjyhu moctynak ka0 y 3amarky 3,
noowuhe ce na je
P(T) = 2f(T).
[Tpou3BOIbaH TPOYrao pasarneT Ha TPOYyraOHOj MPEXKH Ce MOKE NOIMYHUTH
JI0 TIapanenorpamMa, ma noHasskajyhu mocTymak u3 3amaTka 4 100uja ce 1a Baxu
P(T) = 2f(T).
Heka je mar momuron F, pasamer Ha tpOyraOHOj mpexu. OH ce MOKe
pasnoxuTH HA TpOyrmoBe. CiuvHO 3a1aTKy 5, mo6uhe ce aa je
P(F) =2f(F).+
7) Orpannuena ¢urypa F pasamera na xekcarOHamHOj mpexu Hp ce
HA3MBA XEKCArOHAIHH CHUCTEM aKO je pybd ¢durype F cactaBmen camO 01 rpaHa
XekcaroHamHe wmpexe. [loBpmmHA XekcarOHamHOr cuctema F paszameror Ha
XekcaroHamHoj Mpexxu Hy (uuje cy enemenrapue henuje npaBuiIHd MECTOYTIOBH
noBpmHe 1) je jenrHaxa
P(F) = 3 f(F) = ;b(F) +5i(F) — 3,
rae b(F) osnauasa 6poj uBOpoBa mpexe H; ca pyda xekcaronanHor cucrema F, a
i(F) 6p0j uBOpOBA UCTE MPEXKE M3 YHYTPAIIHOCTH XEKCArOHATHOT cucrema F.
Jdoka3: Heka je ca F, 00enexxeH XeKcarOHAIHH CUCTEM KOju je
cacTaBibeH 071 N enemeHTapHux henuja. J0kas3 ce MOXE M3BECTH MATEMATHYKOM
MHIYKIM]OM 110 OpOjy Nn. 3a ¢purypy F; x0ja je enementapua henuja mecroyraona
MPEXKE BOKH
P(F) =1,f(F) =2,
ti. P(F) = 5 f ().

Heka 3a cBe durype F, Baxu na je P(F,) = %f(Fn).

Tpeba mokasatu aa je P(Fp,4q1) = %f(FnH).
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>7 . Comxa 13
\ /

Axo je HoBa henuja y ¢purypy Fn. tonata Tako J1a MMa jeHy 3ajeJHUUKY CTpaHy

ca HekoM ¢urypom F,, oHza je

1 b(F)+4 | f(F) 1 1
S f () =22 LD 2= 2 p () + 1= P(B) + 1 = P(Foi).

WnentnyHo ce pa3maTpajy Cily4ajeBH Kajga HOBa hendja uma JBe, TPH,
YeTHPH WM TIeT 3ajeJHIYKHUX cTpaHa ca purypom F,.

Haxne, Baxu P(F) = %f(F).O

8) Heka je ABC tpoyrao uunja cy TeMEHa YBOPOBH LIEJIOBPOjHE MpEXE, Ha
yujeM OOMMYy HeMa Jpyrux TeMeHa Mpexe ocuM Tadaka A, B m C, a y
VHYTpAIIlOCTH je TaYHO jefjaHa Tauka nenodpojHe mpexe O. okazatu aa je O
texwuinre Tpoyria ABC.

Jloka3s: IIpema [1ukoBoj Teopemu je:

P(AAOB) = P(AAOC) = P(ABOC) = %+ 0-1= % .

Haxne, nyxu AO, BO m CO gene tpoyrao ABC Ha Tpu nema jemHakux
MOBpINKHA, N1a je TuMe O TeKUIITE.

9) Temena n-royria A;A;Asz ... A, Cy uBOpoBH 1en00pojHe Mpexe. Koja
je HajMama a Koja je HajBeha MoBpIIMHA KOjy TaKaB N-TOYrao MOXKE UMaTH?

Komenrap: IIpema [TukoBoj Teopemu je

P(F)="2+i(F) -1,
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Ha 6u P(F) ouno munumanso, b(F) u i(F) mopajy 6utn HajMamu Moryhu.
Benmnunna b(F) je majmama ako ocMM TeMeHa Ha pyOy HeMa JAPYTHMX Tadaka
peurerke, a i(F) Mmoxe OUTH jeHAKO HYJIH.

Cnu4Ho, na Ou n-troyrao umao Majeehy moryhy HoBpIIMHY MOTPEOHO je
yuanauTH mTo BehumM Benmuanne b(F) u i(F).4

10) Ako je Ha menobOpojHOj pemretkn K; pasaner monuron F ca n pyna
OHJIa C€ HEroBa MOBPLIMHA MOXKE U3padyHaTH GOpPMYIOM

P(F) =@+i(F)— 1+n,
rae b(F) osnmauaBa Gpoj uBopoBa pemietke ca pyba mosmurona F, a i(F) 6poj
YBOPOBA PEIIeTKE U3 YHYTPaIIkHoCcTH monuroHa F. (6e3 mokazal)

Y

il
[
| ]

¥

x
Cmuxa 14
b(F) =22
i(F) =19
n=3

P(F)=114+19-1+4+3=32
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111 George Alexander Pick

George Alexander Pick (1859 — 1942) je 6u0 ayctpujcku MaTeMaTuyap,
jeBpejckor mopeksa. YMpO je H&KAIOCT Y KOHIIEHTPAIIMOHOM J10ropy. ®opmyy,
nanac mosnary kao ITukosa TeOpema 00jaBuo je y jenHom wianky 1899. rogune,
a momynapu3osana je 1969. rogune xana jy je Hugo Dyonizy Steinhaus yepctuo
y enuijy Mathematical Snapshots.

Crynupao je Ha beukOm yHUBEP3UTETY, r€ je 0a0pann0 nokropar 1880.
roaune. Hakon Tora paauo je ka0 acucrtent Ha [IparkOM YHHUBEP3UTETY, TIE je
Beh 1881. mocrao mpenasau. Cneneha wHcTHTYIIMja y KOjOj je pamu0 je
VYuusepsurer y Jlajoury, camo 1984, rogune. Bpno 6p30 ce Bpatuo y Ilpar u
TamO je OcTa0 10 meH3uOHucama 1927. roauue, mocie vera ce BpatuO y pOIaHU
beu.

IMuk je mpeacenaBa0 KOMHMTETOM KOju je mOctaBuO Ajuimrajua 3a
PYKOBOAMOIA KaTeape 33 maremarniky ¢pmuky 1911 Ha Tamammem ['epmanckom
yuusepsurety y Ilpary. On je ynytuO AjHIITajHA y pAnOBE HTAIHjAHCKHX
maremaruuapa (Gregorio Ricci-Curbastro, Tullio Levi-Civita) y o6nactu
audepeHIUjaTHOr padyHa, mTo je kacuuje 1915. AjHmTajH cjajH0 HCKOPUCTHO
na ycrenrHo ¢hopmysuiie Teopujy peraTuBUTeTa.

Hakon aunekcuje Aycrtpuje y OkBup Hemauke, ITuk ce 1938. mOHOBO
npecenuo y Ilpar. Hammctu ¢y ra cmectunu y a0rop 13. jyma 1942, rne je u
yMpO JIBE HEIEJHE KACHH]E.

Brnagumup Mummh
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N3 NCTOPUJE KOMBUHATOPUKE

Moxe ce pehm na ce KOMOMHATOpHKAa, Kao TpaHa MaTEeMaTHKe,
030MJbHHjE pa3BHja OJ] ceAaMHaeCTOT Beka HoBe epe. CBe 110 MojaBe pauyHapCKUX
MallfiHa YUHWIO Ce€ Ja ce KOMOMHATOpHKAa HE pas3BHja y PUTMY OCTaJIUX
MaTeMaTHukux auciuiuinHa. O Tajga oHa jqoOuja Ha 3Hadajy, a KOMOWHATOPHE
METO/Ie JaHaC UMajy BeoMa 030MJbHE MPUMEHE Y CTATUCTHIIN, TEOPHJH CIy4ajHIX
mporeca, MaTeMaTHIKOM MPOTrpaMHUpay, NHGOPMATHIIN U YONIITE y IPaBIbEIY
TUTAHOBA 3a pa3He eKClepuMeHTe. Y OWTH OHOTra INTO Mame WM BUILIE jecTe
KOMOHMHATOPYKA, I0jaBJbyjy Ce M APyre MaTeMaTH4yKe TUCIUILTUHE Kao INTO CY
KOMOWHATOpHA TEOMETpHWja, TpeICTaBJbamba Tpyla, KOHAYHUX TEOMETpHja,
HEacoIMjaTUBHUX alreOpu U TaKo JaJbe.

AKO OM ’KeJelid Jla ce Ha KpPaTKo BpaTHMMO Ha IMOYETaK, JeIHOCTABHO je
3aKJPYYUTH Ja j€ CBE Yy MaTeMAaTHIM IOYeNo OpojameM HEKHX oOjekaTa jep je
JbyIuMa TIOCTajalo BaKHO Ja Hal)y Ha4MH Kako Jia HEeKOj TPyNd IpeaMera
NpUApyKe HemTo mTo he oJCIMKaBaTH HEKO HEHO KBAHTHUTATHBHO CBOjCTBO. Y
HEKMM KacHUjUM CEeTrMEHTHMa pa3Boja Topen Opojama OWiIo je BaXKHO TpyIie
o0jexara W KIacU(PUKOBATH WIM Ha ojpeheHn HauMH KOMOWHOBAaTH 00jeKTe U3
pa3NMUYUTUX Tpyla y HeKe TOKeJbHe KOH(Hrypamnuje. YIpaBo TakBU 3aandl
BpPEMEHOM Cy nocraiu npeamer KomOunaropuke.

Muore mpobiiemMe Owio je Jakiie peraBaTH YBUDAakEM HEKHX
MPaBUIHOCTH M 3aKJbyuMBamHMMa Koja cy ce Oasupana Ha HEKUM IPETXOJIHO
npoBepeHrM mnpaBwinMa. [loueTHe KOMOMHATOpHE BEHITWHE KopHiheHe Cy y
BEOMa ILIMPOKOM CIIEKTpY JenoBama. Ox moMohu npu NpaBibelmy IUIAHOBA 32
BOjHE OUTKE, 10 KOpHIINema 3a Pa30HOAY Y CJI000IHOM BpEMEHY.

[To3nato je ma cy mely npeamernma koju cy npe Buire o 3500 roguna
OCTaBJbEHH y MHUPAMHIU TAC j€ CaxpameH erunarcku ¢apaon TyTaHKamMOH
HaljeHn ocTanu Tabie ca Gurypama 3a crapy erunarcky urpy cerem. VI3BecHo je
Jla ce y TO BpeMe 0Ba UIpa Urpalia npaBuiinMa Koja MU He MOKEMO 3HATH, aJli 32
HAC je KOPUCHO Ca3Hame KOJIHMKO JaJIEKO HCTOPH)CKHU CEXKY IOIall O TOME Kaja
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Cy JbyIH TPBH IyT MOYETN KOPUCTUTH HEKE JIOTUYKE, MHCAOHE a CAMUM THUM H
JIOTMYKO KOMOH-HATOpPHE UIpe.

KacHmje cy ce mojaBipuBasie W Apyre KOMOMHATOpHE, MHCAOHE HWIpe:
TaBa, ama, [1ax, ICTOYHA UIPa TO U ApYyre HAIKK [Iaxy. Y CBaKoj OX THX Hrapa,
KOje Cy ce W JI0 JIaHac OJp Kayie M 3HATHO YHAmpeArie CBOj MOJI0XKaj U 3HA4Yaj Y
CBETY, ToOjaBJbHBalie Cy ce ojapeheHe komOumHaTOpHE KOH(Urypamuje durypa
KojuMa cy urpare. OHaj Ko je 60Jpe Mo3HaBaO Te KOH(HUTYypaIyje u KO ce 0oJbe
CHaJla3uo ca wuMa, mobehusao O6u y wurpu. Pazyme ce, y JaBHHUM BpeMeHHMA,
KajJa ce ca OBUM IOYHEHANo, HUje OMII0 KOHKPETHHX KOMOMHATOPHUX 3a]aTaKa,
KaKBUM Ce MaTeMaTHdapu OaBe JaHac, ajlil Taj IEPHOJ j€ jaKOo 3Ha4yajaH Kao jeaHa
O]l IOYETHHX eTara y pa3Bojy KOMOMHATOPHUX HJIeja YOTIIITE.

Jeman onm npBux ¢QparmMeHata OMUCKUX KOMOWHATOPHUIM, a KOjU je
3a0enexeH y KHHeCKuM u3BopumMa ofi ipe 4000 roxvHa, TOBOPH Ja j& BUXOB 1ap
Jy 3amasmo, Ha Opery nopen peke Jly, cBeTy Kopmady Ha YHjeM OKIIOIMY Cy OWITn
HaCJIMKaHW CUMOOJM KOjU Cy capkanu Oeiie W IjpHE Kpyxuhe u 3a koje ce
TBPAWJIO Jia MPEJICTaBIbajy jeaHonuppeHe Opojese.

)

&N
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W3 oBora je u3nmkIa Tabena Opojesa:

41912
3|57
811]6

AKoO ce eTajpbHHj€e 1M03a0aBUMO 0BOM OpOjeBHOM MpeXOoM 3amazuheMo ia
je 30up OpojeBa y CBakOM pely, CBAaKOj KOJOHW WJIM JHjaroHaJd jemHak 15.
Crapu Kune3um cy oBakBMM KBaaparuma OpojeBa NpUAABAIM MHCTHYHA W
HATIOpPUPOJHA CBOjCTBa, Ma CE€ TAaKO JIaHAC CBaKa KBaJapaTHa Mpexa OpojeBa 3a
Yije YWIaHOBE BAXKH JIa j& HUXOB 30HMp Y CBAKOM peIy, KOJIOHM WJIU JHjaroHaIN
jemHaK, Ha3UBaMAacUYHUM K8AOPAMOM.

W3 craporpuke MaTteMaTHKe, 300T YHUIITABAba YyBEHE ajeKca-HAPH)CKe
Oubimorexke W KmHra kKoje Ou Owie 3HayajHE 3a OBaj MEPHON, HEMa MHOTO
KOHKPETHHX I0J[aTaKa 0 IbHXOBOM 0aBJbeHhY KOMOMHATOPUKOM, ajTd HEKU HCCUIIH
y BUJIy U30JI0OBaHUX IOJaTaKa MOCTOj€ U IONPHHOCE 3aKJbyUlMa Jia Cy U CTapu
I'pin y cBOM GaBJbemy MaTEeMaTHKOM UMad ojpeheHrnx KoMOWHATOPHUX Hjeja
KOje Cy BeoMa 3HauajHe y UCTOPHjCKOM KoHTeKcTy. Hamme, ¢pumnozod Kcenokpar
u3 4.B. m.H.e. 6aBHO ce mpeOpojaBameM cioroa y peunma. Ctouk Kpucum u3
Tpeher Beka I1.H.€. BEpOBAo je Ja Ce U3 CHCTeMa O IECET aKCHOMa MOXKE U3BECTH
BUILIE OJl MWIMOH 3akjbydaka. A 1o XWIApXOBOM MHILBEHY MOTBPIHUAX
3aKkJpy4yaka ce Moke u3Bectd 103 049 a ompuunux 310 952. IlotnyHo je
HETO03HATO KaKo Cy OHM JIOJA3WIN JI0 OBUX OpojeBa, a HejaCHA CH U IpaBHJIa MO
KOjuMa Cy OHM BPIIMJIM OBa KOMOWHATOpHA IpeOpajama, a Koja Cy MO CBEMY
cynehn Omna morpemraa. Melytum, Heke KOHKpeTHE KOMOWHATOpHE IMpoOiieMe
I'pum cy pemraBamu 0e3 rpemiaka. ApPUCTOTEN je MpeHu3HO Ipedpajao cBe
TpOWIaHE CHJIOIM3ME, a HEroB YYEHHK APHCTOKCEH je Mpenu3Ho Opojao
paznurTe KOMOMHAIM]jE TyTUX U KPaTKUX CIOrOBE y IlecMama.

I'pum cy Bulle Naxmke NOKIAKbAIA HEKUM MpoOJieMHMa W3 TeopHje
OpojeBa a Koju caapxe U KOMOWHATOPHE eleMeHTe. Y TOM IOCIy He3ao0uiia3Ha
je IMuraropejcka mkosa.Hekum OpojeBrMa cy naBanu 00XaHCKa CBOjCTBa, a
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Hapo4MTO ce uctumao Opoj 36. Pasnora je Oap aBa, Morao je OMTH IpEACTaBIbEH
Kao 30up KyOoBa mpBa TpH MpHUpoIHA Opoja niw Kao 30Mp MpBa YETUPH MapHA U
MpBa YeTHPHU HemapHa Opoja:

36=13+2%+3°
36=(2+4+6+8)+(1+3+5+7)

A cIMYHY OIYIIEB/LEHOCT HM3paKaBalIM Cy W TAaKO3BAHUM CaBPIICHUM
OpojeBMMa, OJHOCHO OHHMMa KOJU C€ MOTY IPEACTaBUTH Kao 30Up CBOjHX
yuamuiala.Ha npumep, 28 je 6o jeman ox muX. JacHO je Jia je 32 mpoHATaKEHe
TakBUX OpojeBa u yBubhame oApeleHHX 3aKOHHTOCTH OHMJIO TIOTPEOHO W HEIITO
KOMOHMHATOpHE YMEUIHOCTH MM HCKycTBa. OHH Cy ce OaBWIIM M MOBE3MBAEM
cBOjcTaBa OpojeBa ca onpeheHUMM T€OMETpUjCKUM (UTrypaMa, Kao Ha NpPUMEP
TPOYTJIOBMMa U ImecTo-yrioBuMa. CBe TO je KacHHUje MONPUHENO pPasBojy
KOMOHMHATOpHE TeOMETpHje, & U APYyTUX BeoMa KOHKPETHHX pe3yiTara y obiactu
TeopHje OpojeBa U caM0j KOMOHMHATOPHIIH.

Herzie o apyror Beka IL.H.e. TIOUHEbE OMaJIabe HAYKE Y XeJICHUCTHUKUM
Jp)KaBaMa, a ca lbMME U Kpu3a caMora JIpymrsa. MHOTH paloBU U3 TOT BpeMeHa
Owmm cy 3a0KyIUbEHH YIJIaBHOM MHCTHYKHMM CBOjCTBHMa OpojeBa. A mocie
nobene XpumhaHcTBa OBa HJigja ce 3aapxKalia y MpuMepy MOBe3HMBama jepeTuka
ca OpojeM 666, koju je cMaTpaH cuMOooM AHTHXpUCTa. MehyTuM, 4aK U Tako
OCCKOpUCHE WJigje W CTyIWje HUIaK Cy JaBajic CMEPHHMIC Ja/ber pa3Boja
MaTeMaTHKe.

VY KpU3HNM BpeMeHHMa KOMOWHATOPUKOM CY C€ 3aHUMAaJl U acTPOJIO3H,
KOj€ Cy 3aHMMaJIH paclopeIy 1 KOMOMHAIHje IUTaHeTa Kako O Ha OCHOBY 3Hama
0 TOME 3aK/by4yMBald O JbYJACKUM cyaOuHama. Actposior Oen Espa je
1140.rogunae npedpojao KOMOMHAIMje O 1O 2, 3 WM BUIIE IUIAHETa O HHuX 7.
OH je Taga 3Hao na je Opoj komOMHaiMja 3 IUlaHeTe O 7 jeaHak Opojy
KoMOuWHanuja 4 mianere oj 7, ITo OU MU CaBPEMEHUM CUMOOJIMM 3aITHCall ca:
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7 7
(3) B (4)
dopmyiny 3a OMHOMHE Koe(HIMjEeHTE YBEO je M J0Ka3ao jeBPEjCKU
Matemaruuap Jlesu 0eH ['eprion (14. Bek).
a_nn—=—1)-(m—-k+1)
kT kk-1)-2-1

Anm momTo je paj ocrao HempuMeheH y YCKOM Kpyry o0pa-30BaHUX
JbYIH TOT BPEMEHa, OpPMyNy je Y UCTOM OOJIMKY, MOYEeTKOM 17.Beka o0jaBHO
¢panmyckn matemarndap [ljep Xepuron. HapaBHo, HoTanmja obenexaBama HUje
Ouia ucta kao maHac. OHa ce BpeMEHOM MeHala U ,,0caBpeMemaBaia’.

Hu y crapum a3mjckuM nuBHiHM3aIjaMa HHUje CE CEeleN0 CKPINTEHHX
pyKy. Y OCMOM BeKy Haile epe Iouyeo je Mmponsar aparncke Hayke. OHH cy
MpeBeNld Ha CBOj je3WK MHOTA rpyka JOCTUTHYha M M3 BHUX YUYUIH, H HA OCHOBY
TOra y MHOTMM oOnactmMa W Haamammiam came ['pke. [loceOne pesynrare
Apa0OJspanu cy noctusanu y anreopu. Pemapajyhu nutama 0 KopeHy JOIUIU CY 10
(dhopmyre 3a crerneH 30upa nBa 6poja. [locroje Ha3zHake Aa je TY popmyity 3Ha0O U
BEJIMKH aparcku MaremMatudap u necHuk Omap Xajam, koju je xuBeo y 11.u 12.
BEKy Halle epe. Aparcky HayYHUIM Cy 3HAJIM M 32 BaXXHY O0COOMHY OMHOMHHUX
KoeduiyjeHara

CGr=Cp '+ e

VYnopeno ca ApanuMa padyyHambeM OMHOMHHX Koe(ulMjeHaTa OaBHIU Cy
ce ¥ KuHeckn Matematnuapu. OHu cy y 13.BeKy cacTaBuiM jelHy O] Tabiuia ca
OuHomHuM  koepuuujentuma. KomOuHammjama cy — HapouuTo  OWIIM
3anHTepecoBanu Uy Muauju. OHu cy jomn y 2.BeKy IL.H.e. 3Haiu Opojee Cj'u TO
na uM je cyma jennaka 2". Y 12. Beky unaujcku matemMarndap bxackapa, Hanmcao
je kmury ,,Cunanra [llupomanu” y uwmjeMm je meny ,,JlumaBatu” mucao u o
npobiremrma komOuHaropuke. Ilucao je o mepmyTauujama W Bapujanujama u
BUXOBOj BE3U MpH padyHamy. Jlao je U npaBuia 3a pauyHame epMyTaluja u
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KOMOMHAIja HEKOJIUKO o0jekara, Kao u nepMyTanmja ca
MOHaBJbabUMa.Aparicka 3Hama Cy KacHHje mpoxupana u 'y EBpomy, HapouuTo
HaKoH ocBajama lllmanwje. EBpoma je Owuma ymo3Hata ca apamnckum
nocturayhnma y anreOpu ¥ JeceTHUHIM CHCTEMOM 3a padyHame.3Hama Koja Cy
Hynu Apanu Kopuctro je u @ubonaun. beroa aHrakoBarma 3a MATEMaTHKY Y
TOM TIeproay Ouna cy jako 3HayajHa. PuOOHAUYMjEB PEKYPEHTHH 3aliC KOjHUM ce
cnenehn 4wiaH HU3a M3pakaBa 30MPOM IMpeTXOo/HA JBa OWO je BakaH 3aMajall y
pa3Bojy komOmHaToprke. Hemro kacHHje je MeToa peKypeHTHHX Gopmyra 100no
MECTO jeIHOr oJi HajMohHUWjuX amapaTa 3a pellaBambe HEKUX KOMOMHATOPHHUX
mpo0iiema.

MopaMo HamoMeHyTH, Aa KOMOMHAaTOpHKa, a ca HOM H Teopuja
BepoBaTHOhe, BENMMKY 3aXBAIIHOCT 3a CBOj€ IIOCTOjalb€ Myryjy KOIKAapCKUM
urpama Ha cpehy.HapaBHo, He camo muma, Beh u pagoBuMa BeNMKHX
MaTtemaTtnuapa [lackama u depMa, KOjU Cy CBaKO Ha CBOj HAUYMH yYECTBOBAIHU Y
yllapamy CaBpeMEHHX TeMeJba OBUX JUCIUIUIMHA.

[TackanoB Tpoyrao ce mpBH IYT M0jaBJbeyje Y TOM OOJHKY Yy E-ETOBOM
pany Tpaxmam o apummemuuxom mpoyeny, 0o0jaBlbeHOM 1665.HaKOH HEroBe
cmpti. HapaBHo, came OmHOMHe KoeduiujeHTe HHje OoTKpuo [lackaln, mHUXoBa
WCTOpHja je MHOTO ayKa, a HEITO Of Tora je W moMeHyTo. Moxna Hajehm
mocao, 3a To paszobsee, ypaauo je Jlajonui cBojum nenom Dissertatio de Artta
Combinatoria, u3 1666.rogure. Y 0] ce TPBH MyT TMOAPOOHO H3IIAKE O
MPUHIMIIIMA KOMOWHATOpHKe U oxaroBapajyhum dQopmynama. Jlajorm je
KCTHIIA0 JIa JKEJIM J1a CTBOPH OIIITH MeTo nmoMohy kora hie cBe UCTHHE 10 KOjUX
ce JIoJla3u pa3MHUIIbakbeM MohH Ja ce 1o0ujy W HeKakBuUM paduyHoM. KacHuje je
KOMOHMHATOpUKa Onia 3aHUMJBMBA M MaTeMaTHYKUM BelMKaHUMa bepHynujy m
Ojnepy, uujuM je pajoBMMa M JONMPUHOCHMA OHA CaMO MOIJIa IOCTajaTH CBE
3a0KpY’KE€HHja U KOPUCHH]ja HAayKa.

dopmysie Koje KOMOMHATOPUKA JaHAC KOPHCTH Y3 IEIy CaBPeMEHY
HoTaujy noduna je y 19.sexy, ca ¢popmanuzannjoM anredbapcke cuMOoInKe.
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Y HOBHWje BpeMe KOMOWHATOpWKa J0o0OWjaja Ha 3HA4ajy y CIHOjy ca
TeXHHKOM ¥ meHuM jgocturayhuma. Kpunrorpaduja je HezamucnmBa 06e3
KOMOMHATOPUKE, & HA TEXHOJIOIIKU Pa3BOj jep Cy My 3a ONTHMAlHA pEIICHa
noTpeGHH oJroBapajyhn KOMOMHATOPHH MPOpavyHH.

Bespko huposuh
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INPUJEMHMU UCIIAT U3 MATEMATHUKE 3A YIIUC HA
EJIEKTPOTEXUYKHU ®PAKYJITET
Beorpag, jyn 2016

Tect uma 20 3agaraka Ha ABe cTpanwuie.3agamny 1-2 Bpene mo 3 moeHa, 3aIumuy 3-
7 Bpene mo 4 moeHa,3amanu 8-13 Bpene 5 moena,3amanu 14-18 Bpeme mo 6
nmoena,3agamy 19-20 Bpene mo 7 nmoena. Ilorpeman ogrosop monocu 1o -10% ox
Opoja moeHa mpenBul)eHNX 3a TadaH OATOBOP. 3aoKpyxknBamke H He moHOCHM HHU
MO3UTHBHE HU HETaTWBHE MOEHe. Y Ciyd4ajy 3aoKpyxuOarha BHIIE OJ jEIHOT
OJITOBOPA, KA0 1 He 320KPYKUBAKkE HU jETHOT OATOBOPA, 100Hja je -1 moeH.

1. Bpeanocr uspaza 0.51> - 0.25%° - 8715 jennaxa je:
3 1 1 1,5
(A) 2 (b) % (B) > 2+ (M1 (H) He 3nam
2. bpoj peanmnux pemema jeqHaunne ||1 — |x|| — 1] — 2 = 0 jennax je:
(A) O (B) 1 (B)2 T3 ()4  (H)He3nam
V2016 +i2919

V2016 +i2017"
j€ Z KOHjyroBaHO KOMIUIEKCHH Opoj Opoja z) jenHak:

3.J1at je KoMIUIeKcaH Opoj z = (i%? = —1). Tana je m3pas %Z_ (Tme

(AW2016 (B)—+v2016 (B)222 (228 (1)v2017 (H) He 3uam

2017 2015

4.Teruse xpyra AB u CD, meljycoOHO cy HOpMalTHE U CeKy ce y Tauki M Tako jaa
je AM = 3cm, MB = 4cm, CM = 2cm u MD = 6cm. Ilpeunuk Tor kpyra je
jemnak (y cm):

(A) &2 (B)V75 (B)V65 ()10 ()2v38  (H) He 3nam

5.V pacrtyhoj apurmerndkoj nporpeunju oa 11 diganoBa, npBuU,IETH U jeJaHAECTH
YJIaH YMHE TpBa TPU WiaHa FEOMETPH]jCKE ITPOorpecuje. AKO je MPBH YiIaH Te
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aputeTH4ke mnporpecuje 24, Taga je 30Mp CBUX WIAHOBA TE AapUTMETHYKE
MporpecHje jeTHaK:

(A)249 (b) 264 (B) 378 (I)429 (1) 501 (H) He 3nam

6. Ako je log, (V3 — 1) + log, (V6 —2) = A, Tana je uspas

logi1(+/3 — 1) +log1 (V6 + 2) jennax:
4 4

(A-1 (B)2A (B)2A—4 (r)§—1 (IW6A  (H) He 3nam

x2—1+Vx¥+1
x

7. lpeu u3Box dyukiwmje f(x) =In y Tauk¥ Xo= 1 jenHax je:

(A)InVZ (B % B)~V2 (TW2 (D)1  (H) Hesnau
8.Jlate cy dyukuuje f(x) = i;igiz u g(x)= 1;?8 taza je f(g(x)) jennako:

(A) 2016x (B)% (B)g (I)1—2016x (J)2017x  (H) He 3uam

9. Ckyn cBux BpenHoctu mapamerapa a (a € R\{0}) Tako ma xopeHu xq 4 x,

KBaJpaTHe jeaHaumHe ax’+ax+1=0 3aJI0B0JbaBajy  HEjelHAUYNHY
+1)2+(xp+1)? .

G tl) Hoptl). o 1 jecre:

(x1=1)2+(x-1)2 —
W) Ul B onuld e B 0H OEL)UOD
(J1)(0, +00) (E) He 31am

10. V¥ jemnakokpakom tpoyriy ABC je AB = AC = b u ¥BAC = 30°. Tana je
30Up BUCHHA TOT TPOYTJIA jeTHAK:

Ab(1+VE)  (B)2(2+V3)  BL(A+VZ+V3) () bE2+V6)
(D) b(1 + V2 ++6) (E)He 3nam
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11. Axo cy Temena Tpoyria tauke (— 8;4), B(—2; 1) u C(1; —3) , a oproueHTap
H (xg,¥0) , Taaa je BpeIHOCT pas3iiuKe Yy — X jeJHaKa:

(A)7 ()6 B)S5 T4 D8 (H) He 3nam
12. V pa3sojy 6usoma (Va + %)“ 30up npBa Tpu OMHOMHA KoeduijeHTa je

121. Ynau koju campxu % jeIHaK je :

(A) = B B T2 (D= (H) He sam

13. Axo je mommHOoM x2016 + x2015 _ x2014 4 442013 _hx2 4 ¢ (a,b,c € R)

JIeJbUB MOJMHOMOM X° — X ,T1aji je 36up 4a’ + 3b? + 8c? jennax :

(A) 4 (B) 3 (B) 12 (I') 15 () 18  (H) He 3nam

14. Har je xBagap ABCDA,B;C;D;. lyxuHe aujaroHaiga cTpaHa OBOT KBajpa Cy
7,81 9. Cycengna temeHa temeHy BA,C u B;. JlyuHa BHCHHE W3 TEMECHa
B mupamune ABCB, jenHaka je :

12 243 2+/55
(A) = (B>~ (B)—=— 3 ()5 (H) He 3nam
15.Vkynan Opoj peajiHuX peliema cucreMa jeaHaumHa Vx —1 + i’/} =1,
X —y=2,jenHakx je :
(A0 (B) 1 (B) 2 @3 (D 4 (H) He 3nam
|log3|2x+3|| —3

logs x
Heke peasiHe OpojeBe a, b, ¢, d TakBe jaje a<b<c<d):

16. Ckyn cBHX pealHuX pellemha HejeqHauYnHe > 0 je obmmka (3a

(A) (a, b) (B) (a,b] U [c,d] (B) (a,b) U (b,c) T (a,b) U (c,+o)
(M (a,b) U (b,c) U (d ,+ o) (H) He 3nam
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17. Ha nonuum ce Hama3W 5 KIbUTa HA CHIJIECKOM , 7/ Ha IIMAHCKOM M 8 Ha
¢dpaniyckom jesuky. Cee kmure cy mehycoOHO pasznmuuute. Ha koimko HaumHa
MOKEMO pacHoOpelvTH KIbUTe ako CBe HalMcaHe Ha (PaHIyCKOM je3UKy MOpajy
outu jegHa 1o apyre ?

12

wiz-e w1 ® 132 O

(/1) HumTa O MPETXOTHOT (H) He 3ram

18. 30up cBUX peaTHHUX pelleHha jeTHAUnHE
2V 4 4525 4 24/x = 222 45x2% + 4 e

(A) 5 (B) 1 (B) 2 M) 3 () 4 (H) He 3nam

19. U3BonHuLE mpaBe KPy>KHE KyIlle HarHyTe Cy IpeMa PaBHU OCHOBE KyIl€ MOJ
YoM @ , a y Kyly je ymucaHa jomnra. BpemHoct tg% tako ga omuoc VI/Vk
(3ampeMuHe JTOTITE U 3alpeMUHe KyIie) nMa HajBehy Moryhy BpeaHOCT, jeHaKa je

(A) 3 (B)\/% (B) v2 (F)% (D3 (H) He 31am

20. Ykyma 6poj pemrema jeqHadyMHE COSX + COS2X + 2 cos? 37x + cos4x Ha

cermenty [0,27] jennax je:

(A) 2 B)5 (B) 6 9 (D 8 (H) He 3nam

PEIIEBA: 1.B 2.B 3.B 4. B 5.T 6.T' 7.I' 8B 9.5 10.B 11. A 12. B
13.A 14.B 15.5 16.T" 17.A 18. A 19.b 20.E
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O UTPE 10 HAYKE KPO3 CBET MATEMATHUKE

Y mepuony on okrobpa on nenemopa 2016. y BajbeBckoj rMMHa3uju
CIPOBEJICH je HU3 aKTHBHOCTH Y OKBHPY MpojekTa ,,OI urpe A0 HayKe Kpo3 CBET
MaTeMaTHke“ Koju je peammzoBana [logpyxkHuma matematuuapa BasseBo y
capaamu ca BabeBCKOM TMMHa31joM, a YHjH je TTOKpoBUTEs 6o ['pax BasbeBo y
OKBHUPY CBOT JIoKanHoe niana akyuje 3a oeyy.

VY ocMunIbaBamky aKTHBHOCTH TPOjeKTa U FHHETOBOj PeaTH3aIliji BOJUIIO
ce padyHa o moTpebama Jere MIKOJCKOT y3pacTa, Koje HaIuiaa3e peIOBHE
IOKOJICKC aKTUBHOCTH W KJIACHU4YHY AO0JAaTHY HACTaBy MAaTCEMAaTHUKE. Yy OuJby
MOJACTHIAha pa3Boja KPEaTHBHOCTH, JIOTHMYKE HHTEIUICHIMjE, MPaBIIHOT
JIOTUYKOI' MHUIIJbEHAa M 3aKJbydHMBadlba, Kao H pa3Boja APYyrux IO3UTUBHUX
KOMITOHEHTH JHYHOCTH TOTPEeOHO je Tpeqy3WMaTh HHU3 aKTUBHOCTH KOj€ CY
ycMepeHe Ka MOMOoNH JICIH IITKOJICKOT Y3pacTa.

[ToceOHO je 3HaYajHO, aKO CE PaJOM Ha MOJCTHUIIA]Y pa3Boja KpeaTHBHHX
MojeIMHaIa YCIIeBa YTHIATH U Ha Pa3BOj MOXKEJbHUX COLMjaTHHX KOMIIOHCHTH
JUYHOCTH, TOJCTUIAFEM HHTEpaKifja W 3ajelHUYKAX aKTUBHOCTH Y4YCHHKa
WCTHX WM CIMYHHMX Y3PACHUX KaTeropvja M MHTEepecoBama. Mel)y 3HauajHUM
mpo0JieMruMa CaBPEMEHOT JPYIITBA j€ U OJHOC JEIE MpeMa IMOjeAUHUM HOBUM
TEXHOJIOTHjaMa, OJIMYeH y TPEAyroM TIpOBOlemhY BpeMeHa Yy KopHIIhemy
pauyHapa u TenedoHa y HeeqyKaTUBHE cBpxe. To 4yecTo pe3ynTyje OACyCTBOM
notpe0He ColljalTHe MHTEPAKIIHje Ca BPIIbhalliMa U YOTIOIITe JbyTUMA.

Marematuka U IPUPOJHE HAyKe KOj€ Cy jOj CpOJAHE, Ha HAjOOJbH HAYMH
MOJICTUYY aKTUBHUPAamhEe OHUX KOMIIOHCHTH WHTEIIMICHIIMjE YYCHHUKA KOje Cy Y
HETOCPEIHO] BE3M Ca KPeaTUBHOIINY, MPaBUIHUM JIOTHYKUM MHIILUBCHEM H
3aKJbyunBameM. TpauilHOHAIHE MHCAOHE WIPe Ha TablM, Ka0 W 3aHUMIBHMBH
MaTeMaTHYKH MPOOJIEMH KOjHMa CE BPIIH MOMy-TapHu3Iifja MaTeMaTHKe U HAyKe
yonmTe, MOry IMO3MTUBHO YTHLATU Ha pa3Boj ITOXKEIJbPHUX COHI/IjaIIHI/IX
KapaKTepHCTHKA CBAKOT M0jeMHAIIA, [1a THME U JICIe IIKOJICKOT y3pacTa.
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OpraHn3oBameM Hay4HO MOMYJNapHUX MpenaBama U paluoHUId O HEKUM
aKTyeJTHIM M WHTEPECAaHTHHM TeMaMa MOKe ce OMTHO I0jadyaTH WHTEPECOBambE
Jeue 3a CTHLame HOBUX 3Hama M yMmeha, kao u mnoactahu camocraiaH
HCTPaXKUBAYKH pal y obilacTuMa Koje ce Ha Taj HAuWH MpeAcTaBibajy. Yuemhe
Jelie IMKOJICKOT Y3pacTa y TaKMUYehHMa pa3HUX BPCTa MOJCTHYE Pa3BOj 3APaBOT
TAaKMHUYaPCKOT JyXa U KOMIETUTHBHOCTH, & OBO Cy BEOMa 3HauajHe KOMIIOHECHTE
JIUIHOCTH KOj€ TAKBUM CMaTpPajy CBe TPaIUIIMOHATHE [TUBIIIA3AIIN]E.

OBaj mpojekaT MMao je 3a UWb Ja JoNpHHEce adupMalMju ACUHjUX
mpaBa, cio00/1a U 1a CBOjUM aKTHBHOCTHMA jeTHOj TPYITH MJIaInX 3aJbyOJbeHUKA
y HayKy By NOpHOJMKHM Ha 3aHMMJbMBE HAuMHE M Jla HMX TMOJCTaKHE Ja
CaMOCTIHO HUCTpaxyjy. To ,npubmmkaBame Huje Moryhe y4YMHUTH
jemHocTpaHUM U Op3uM aKIHjoMa KOjuMa je TO IHJb caM 1o ceOu, Beh merasbHO
OCMHUIIJBECHUM M MPUIPEMbEHUM aKTUBHOTHMA KOj€ C€ MaXJbUBO IPUMEY]Y ca
IIJBEM J[a MOTHBHIILY M 3aHHTEPECY]y OHOTa KOME Cy HaMEH-CHE.

[IporpaMcke akTHBHOCTH TpojeKTa TpenBubane Cy HHU3 NpenaBama y
KOjuMa je TOKYIIaHO Ja C€ Ha 3aHUMJBMB HAYHMH ITUPOj jaBHOCTH, a TTOCEOHMO
YYEHHYKO] TOMYJIalliji y4YUHE JOCTYITHUM HEKH 3aHUMJbHBH HCETMEHH HAayKe.
Takohe, onmpxkaHa cy TakMUYera y HEKOJMKO MHCAOHHX U CIIOPTCKUX
IMCIMIUINHA KOja Cy pe3yJiToBalla M3/[BajalheM BEOMa YCIICIIHE IPYIe BaJbeBCKUX
haka koju cy OpwibHMpalli Ha TakMuemhHMa y Op30oM cliaramy PyOnkoBe Kolke,
Kao ¥ TypHUpUMA Y IIaxy, OTEIy U pelaBamy CYyIOKya U JOTMYKHX 3arOHETKH.
3a y4eHHWKe OCHOBHUX IIKOJA YINPHIMYCHH CYy MaTeMAaTHYKH KBU30BH Ha KOjHMa
Cy YYeCTBOBaJIM yd4eHHMIM u3 11 BaJbeBCKMX IKOja, Takudehu ce y nBe
KaTeropuje: miahji p3penu OCHOBHE IIKOJIE M CTAPHUjH pa3pear OCHOBHE IIKOJIE.

Kpo3 mpojexkTHe akTUBHOCTH, WIH HBHXOBE JIeJIO0BE, MPOIUIo je oko 250
YUYEHHUKA U3 OCHOBHUX U CPEIUX IIKOJIA.
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Pe3umen Hay4HO-IIONY/IAPHUX MpeJaBamba
OJp’KaHUX Y TOKY peajM3anuje

1p Hejan M. Bokuh
Ja nu ce npupooa uzpa?
3akonu gusuxe unu npasuna no Kojuma ce npupooa uzpa.
Caxerax

Ha, npupona ce 3aucra urpa! He 3amo tauno 300r uera ,,oHa™ TO panu,
Jla JT1 U3 TOKOJIHIIE, HEKOT BUIIET [UJba, KAKABU CY ICHU CTPATEIIKH HHTEPECH U
CIIMYHO, alli 3HAaMO KakKBa Cy IpaBHWja Hrpe Ha OCHOBY (U3MYKUX 3aKOHA.
IToctojeha Teopuja urapa kojy je 3aokpyxno HoOemosar; John Forbes Nash je
OTHIIIA JaJbe O] CBOje MPUMEHE y CKOHOMHjU - CIYCTWJIA C€ U Y MHUKDPOCBET.
HcnocTaBiba ce a ce Urpe MpUPOAC y MHUKPOCBETY OJBHjajy IO YyJCCHUM
3aKOHMMa KBaHTHE MEXaHWKeE, INTO HUje Cly4aj KOJ CBAKOJHEBHOT MaKpOCBETa
KOju (PYHKIHMOHHIIE IO KIACHYHUM NPUHIWINMA KOje je Tpe OKO TpHU BeKa
¢dhopmymucao Isaac Newton.

np Bojucnas Aunpuh
00 jeone uzpe 00 anzopumama u meopuje
Caxerak
Kako ce on MarnyHux KBajpaTa Ha KOjuMa ce Jela 3a0aBibajy U yue Ja
cabupajy 10 15, MoXXe HampaBUTH YUTaBa Majla MaTeMaTHYKa TeOpHja.
buhe npeacTaB/beHN ANTOPUTMHU 32 KOHCTPYHCAHE MATHYHUX KBAApaTa HeMmapHOT
Y TIAPHOT CTeTeHa.

Besbko huposuh
Mamemamuka u mpaouyuonaine MucaoHe uzpe Ha maoau
Caxerak

Wznarame he caapxkaru Kparak MCTOPHjCKM OCBPT Ha pa3Boj
KOMOMHATOPHUX HWJIigja U TI0jaBy TPAJAUIIMOHATHHUX HTrapa, Kao W anocTpohupame
IbUX0BE HEPACKHUIMBE Be3e ca MaTeMaTHYKUM NpuHIMuMa. bulie npencrasiben
eIyKaTHBHU 3Hauaj TOje/IMHUX Urapa W HaBeJleHa JieTaJbHa TMpaBHia HTpe 3a
TpaJUIIMOHATIHE U BEOMa PACIIPOCTPAEHE UTPE TO, IaMy U MaHKaIy.
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Ca jeonoz 00 npedasarba

Jlemasn ca waxosckoe mypuupa
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[oapyxHuna marematnyapa BasbeBo
BaspeBcka rumHaszmja

MATEMATHUYKU TYPHUP
HSAHTEI'PAJI KYII“
Bamweso, 03.12.2016.

Marematnuku TypHUD ,,MIHTErpan Kyn" je MaTeMaTHIKO TaKMUYCHE 33 YICHUKE
OCHOBHHMX U CPEAmHX INIKOJA, O] 7. pa3pefa OCHOBHE OO 2. pa3pela Cpeame
IIKOJIE U PEBHjAJIHO 3a yueHuke 6. pazpena u3 Basbesa.

IToxperauun u opranusaropu TypHupa cy llonpyxHuna matematudyapa BasbeBo u
BameBcka ruMHa3Wja, a TYpHHp je jeHAa OJl TPOTPAMCKUX aKTHBHOCTU
obenexxaBama 30 romuwHa paja MIKOJNE 3a JbyOWTeJhe MareMaTtuke ,,JHTerpar'.
Hawmepa je na TypHHp mocTaHe TpaAWLMOHANIAH U 12 CE OAPKaBa CBAKE IIKOJICKE
TOAMHE y TPBOM IOJYTOJUINTY Kako OW HAjyCHEIIHHjU TaKMUYapH MMaJIM jOIII
JEIHO TIPUTIPEMHO TaKMUYEHE Y OBOM JIeTy TOJIMHE 32 3HaYajHa TaKMHUYEHa Koja
crene.

LwmeBn TypHHpa Ccy TMOMyNapHu3aldja MaTeMaTuke, NpUOIMKaBame HayKe
MJIQIUMa, Pa3BOj TAKMHUYAPCKOT JyXa W MOJPIIKA TAJCHTUMA M3 Pa3IUYUTHX
CpeAMHa Jia ce 30JIMKaBajy ¥ YUECTBY]Y Y 3aj€IHNUKHM aKTHBHOCTHMA.

[Toapiiky oBOM TYpHHUPY Jajeé MUHHCTapCcTBO MPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT
pa3Boja Biane PemyGiuke CpOwuje, kpo3 mpojekaT MOAPILKE OpraHu3alujama

3Ha4YajHUM 3a oOpa3oBame y Pemyomui Cpouju 3a 2016. roauny.

Typuup je ogpxan 03. nenem6pa 2016. rogune.
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PesynTaTu yueHuka BasbeBcke ruMHasuje

Kareropwuja 2

Josan Mapxkosuh VIII paspen - | narpana

Jlyka Liserunosuh VII paspen - || narpana
Ho6pumna Lsernnosuh VIII paspen - 1l marpama
Janxo Bypuh marpaga VIII pazpen - |1l marpaga

Jlazap Jesrosuh VIl paszpen - |11 Harpana
Jemncaseta Henamosuh VI paspen - 11l marpama

CreBan Mapjanosuh VIII paspen - 11l narpaga

Kareropuja 3

Hwuna Maruh 11 - | Harpana
Muxauno Tumoruh ;- |l Harpana
Amnbhena Mumxoswuh I1; - Il Harpaga

Cago lpujetnh I; - Il Harpana
Muomr Munosanosuh 114 - 111 Harpana
Jlazap Kyjosuh ;- Il Harpana
Hukoma Henanosuh ;- 1l mHarpana
Anexcanmap Crankosuh II;- |1l mHarpaga
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3adayu na mypuupy cy noodemwenu y mpu yemune: (1) areebpa u 6pojesu, (1)
eeomempuja u (111) kombunamopuxa. Y oxeupy ceaxe yenure oama cy no mpu
3a0amka ca eumecmpykum u300poM u jedawn 3a0amax Koju je nompebHO
demasbHO pewumu. 3a c6aKu 3a0amax ca GUUeCmpyKum uzbopom nonyheno je no
nem 002080opa 00 Kojux je camo jeoan madan. IllompedHo je 3a0Kkpyscumu ciogo
ucnped maunoe o00206opa. Tauan 002060p y 3a0ayuma ca GUUECMPYKUM
uzbopom eépedu 5 noeua, a y ocmanum 3adayuma no 15 noena. Ha mecmy ce
Mmodice ocgojumu Hajeuue 90 noexa.

Bpewme 3a uspady 3adamaxa je 150 munyma.

KATEI'OPUJA 1 - IHIECTHU PA3PE]]

) Auredpa u 6pojeBu

1. Ha ciumu je mpuka3zaH jeo OpojeBHE IpaBe, Ha KOjOj Cy O3HAYCHH
y3acTonmHu 1ienu OpojeBu. Heke nBe ox deTHpW Tadke O3HAYEHE ca X,
0JIroBapajy OpojeBuMa KOju NpH JeJbewy ca 4 aajy octatke 1 u 2, a
JpyTe JIBe OJIroBapajy OpojeBuMa KOju MpH JeJbelmY ca 5 najy ocratke 1
u 2. Koja ox tauaka P, Q, R, S win T oxrosapa Opojy Koju 1pu ieJbemy
ca 20 nmaje ocrarak 11?

P Q R S T

(A) P (b) Q (B) R T s () T

2. 30up HEKOJMKO y3acTonmHWX mnenux OpojeBa je 2016. Hajeehn moryhn
Opoj cabupaka je:
(A) 3 (b) 6 (B) 4032 (I') 4036 () 8064

3. 30up M NpoM3BOA HEKOJIIMKO NMPUPOTHHUX OpojeBa jemHaku cy n. bpoj n
MOKe OUTH:
(A)23 (B)16 (B)37 ()59 (M) mumra ox nonyhenor
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4. JlemmppoBaTn MHOXKEHE
AA-BC - ABC = ABCABC,
rae cy A, B u C paznuuunte nudpe.

(m I'eomeTpuja

1. Axo je yrao m3meljy cuMerpainia 1Ba yHyTpallikha yria TPOYyTiIa jeqHaK
134°, onpa je Tpehu yHyTpallmby yrao TOT TPOyTJa jeIHaK:
(A) 46° (b) 92° (B) 60° (I 136° (1) 88°

2. AKo Cy yIrJioBH O ¥ [3 CYIZIEMEHTHH, a YTJIOBH g u 2016’ KOMITIEeMEHTHH,

OHJIA j€ O je/THAK:
(A) 64°48' (b) 65°12' (B) 67°12' (') 68°48' (1) 123°36

3. V ksampar nospmmHe 144 cmZclioxkeHO je IeCT MOAyJapHUX
MpaBOyraoHMKa kao Ha ciund. Komuwku je oOuM jemaHor on THX
paBOYraoHHUKa?

}_
T

(A) 18 (B) 12 (B) 6 T) 9 (0) 14

4. Ha nponyxetky ctpanune AB tpoyrnaABC, nata je tTauka M Tako 1a je
tauka B m3mely Tauaka A u M u Baxxu BM = BC. Jloka3aru 1a je mpasa
MC napanenna cumerpanu yrinaZABC.
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(111)  KomomuaTtopuka

1. Tler yyenuka urpajy maxoBCKH TYPHHUP Ha KOME CBaKH UTpad ca CBAaKUM
urpa no net napruja. Komuko he Outn ogurpano mapTuja Ha TYpHUPY?
(A) 25 (B) 50 B) 75 () 100 () 125

2. Y xytuju ce Hanasu 50 nmonTthma obenexxeHnx OpojeBuma ox 1 go 50.
Kojux nonrruna nma HajBume?
(A) JlonTuua Ha KojuMma je 6poj Behu ox 4-4 u mamu of 4-4+4-4.
(b) Jlomrtuma ca 6pojeBrMa Koju cy cagprkaonu opoja 4.
(B) Jlontuma umju 6pojeBU HUCY MPOCTH U caapxe TUPpyY 4.
(I') Jlontuna Ha kojuma je Opoj uuju je 30up uudapa HajBuie 4.
(1) Jlomruma Ha kojuMa je Opoj uuju je mponsBo nudapa Hajpuie 4.

3. Ha konmmKo pa3nuuuTHX HAYMHA CE MOTY OCEHYHMTH TPH I0Jba KBaJpaTHE
mpesxke 3X3? Ha HapeHOj CIUIm JaT je MpuMep jeTHOT TAKBOT CEHUYEHA.

(A)504  (B)729 (B)81 (I 84 (1) 168

4. Koauko uma 4eTBOPOIMGPEHUX TPUPOIHHUX OpojeBa uHje je mpBa Iudpa
napas 0poj, Apyra mudpa npoct 6poj, Tpeha nudpa Henapan Opoj, a yeTBpTa
nudpa je aespuBa ca 3?
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KATEI'OPHUJA 2 - CEJIMHA U OCMHU PA3PE/]
Q) Auredpa u 6pojeBu

1. Hajmamu npuponat 6poj n 3a KojH je BpeAHOCT U3pasa
3

3
18" - (ﬁ) jennaka npupoHOM Opojy je:

(A) 3 (b) 4 (B) 5 T) 6 () 7

2. Oppenntu HajBehn Opoj cabmpaka 3a KOjH je jeTHAKOCT
ZV +ZV + -+ ZV = ZVRK
TayHa. Pa3nuuuTHM cIOBMMa OATOBapajy pasnuuuTe Hudpe, a UCTHM

CJIOBUMA HCTE IUPpe.
(A) 96 () 107 (B) 108 (T') 109 () 210

3. 3a mnpupomgan Opoj N KaKeMO Jaa j€ ,, 3adHUMBUE’ . aKO CE MOXKE

MIPEICTAaBUTH Kao rae ¢y a,b,c,d u e pa3nHUUTH TPHPOTHU

a*b-c
d2.e2!
Opojeeu. Kommko wuma jemHommdpeHux ,,3aHumsueux” MPUPOTHUX
OpojeBa?

(A) 5 (b) 6 B) 7 I s () 9

4. Opgpemuty HajMamku npupoaaH Opoj n, TakaB na je 3n tpehu crenex
HEKOT TIPUPOTHOT Opoja, a 4n 4eTBPTH CTENeH HEKOT MPUPOAHOT Opoja.

(1)  Teomerpuja

1. Jlunuja Ha cnMLM je cTa3a KpeTtama MyBe o Tauke A 1o Tauke C. Craza
ce cacToju OJ JIBa KpY)KHa JIyKa, npBH oa A 10 B je momykpyxHuna, a
apyra og B no C je ueTBpTHHA KpY)KHHULE uHja je npaBa AB TaHTeHTa.

Axo je Hajkpahe pacrojame ox A 10 C jennaxo 10v/2m, a monynpeunnx
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nyka BC nymno Behu on monynpednuka iyka AB, KOTUKO je mpuOImKHO

jeaHaK 30up MOIyIpEeYHHKa OBa JIBa JIyKa, MEPEHO Y JAeuMeTpuMa?
(&

A B

(A)91  (B)92 (B) 93 () 94 (JI)95

Y ocmoyrny ABCDEFGH je GH = 6 cm, a cBe ocraje CTpaHHMIlE Cy 110
2 cm. lllect meropux yHyTtpaimux yriosa cy mo 90 °, a aea mo 270 °.
[Mospmmna neroyrna ADFGH uspaxena y cm? je:

(A) 10 b)14 @B)18 ()22 ()24

1
JyxuHe nBe cTpaHHLIE HEKOT Tpoyria cy 7 cH 9, a 30up ny>KMHA BHCHHA

KOje OATOBapajy THM CTpaHWIIaMa jeJHAaK je Ty>KWHU Tpehe BUCHHE.
Hyxuna tpehe ctpanuie Tor Tpoyria je:
(A) 3,2 (b) 4,0 (B) 4,2 I) 5,0 (D 5.2

Hat je tpamne3 ABCD (umje cy ocHoBuue ABu CD) obuma 2016 u
KkpyxHutie k; u k,, unju cy npeunnnu kpauu BC u AD, penom. Heka cy
M € k; u L € k, nmpou3BoJbHE Tauke OBUX KPYKHHIIA, KOJHKA je HajBeha
Moryha mxyxwuna gyxu ML?

(111)  KomomHaTtopuka

Ocam urpaya urpajy CBako ca CBakMM IO JiBe naptuje maxa. CBaku
urpad 3a nobeny ocaja 1 moeH, 3a pemu 0,5 moeHa, a 3a mopa3 ce He
no6ujajy noenu. Konnko Hajmame noeHa tpeda Ja vMa HEKH Urpad j1a Ou
ce 3aKJbYUMJIO JIa OH CUTYPHO MMa BUIIIE MTOEHA O] CBUX OCTAINX Hrpavya
M0jeJUHAYHO?

(A)7,5 (B)8 (B) 11,5 (I) 13,5 ()14
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2. Ha xonuko HaumHa 5 JbyIM MOJKE JIa C€ CMECTH y 7 XxoTena?
(A) 12785 (b) 16780 (B) 16807 (I') 78125 (M) 78160

3. Koauko uma netouudpeHux npupoJHux OpojeBa umje cy cyceqne nugpe
paznmuaute?
(A) 10-9-8-76 () 9-8* (B)9° (I"8>

4. Komuko mMa d4eTBOpouu(peHUX MNPHUPOAHUX OpojeBa AeJbUBUX ca 4,
KojuMa cy cBe nudpe paszauuute?

KATEI'OPUJA 3 - IIPBU U IPYT'U PA3PE/]

) Auredpa u 6pojeBu
1. ®ynkimmja B: N — Nciuka 0poj n 'y 6poj mudapa Opoja n. Onpenuru

KOJIMKO je
2017
B <B ((3(3(20152016))) ))
A) 2 (b) 3 (B) 4 I s () 6
2. PexoHCTpyHcaTH JaTO NEeJbEHhe, @ 3aTHM OJIPEIUTH KOIMKH je TPOU3BO/L,
HE 00aBe3HO Pa3IHYUTHX, mudapa A u B.
*x x A B % x ¥ x % = x 8 x
- * ok % *
* * *
- * * *

*
*
*
*

0
A0 (B)Y6 B 8 (I 42 ()45
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3. 30up k (k=1) y3actomnux mnpupomHux OpojeBa je jeaHak 66. Bbpoj
pa3nUYUTUX BPEOHOCTH 32 k je:
A) 0 (b) 1 (B) 2 T3

4. Jloxa3aTu na 3a cBakd mpuponaH Opoj kmocroju 2k + 1 y3actomHux
MPUPOAHUX OpojeBa, TaKBHX Ja je 30Mp KBajapara mpBux on Tux k + 1
OpojeBa jemHak 30Upy KBaJIpaTa HapeIHUX k OpojeBa.

(m I'eometpuja

1. TIIpaBoyraona Tpaka ctpanuua 2 cm u 10 cm caBujena je nBa myTa Kao
Ha CIIMITK. 3a KOJUKO je MOBPIINHA [o0ujeHe Gurype Mama 0J1 OBPIIIHE
MIpaBOyraoHe Tpake?

| | AT
s

(A)2 cm? ()3 cm? (B)4 cm? ()1 cm? ()5 cm?

2. Axo jey tpoyriny ABC yrao 8 tyn u AC = AH (H oprolieHTap Tpoyria).
Kounuxka je mepa yrna 2a + y?
(A)45° (b)150° (B)60° (I)12o0° (1)90°

3. Ako ce Opoj cTpaHHMIa MPaBUIHOT MOHOyorja moBeha 3a 6, HEroB
yHyTpammu yrao ce moeha 3a10°. 3a komumko ce moseha Opoj
nujaroHana’?

(A)35 (b)117 (B)50 (I)92 (1)81
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4. Jlara je mpaBa p u Tauke A u B ca UCTe CTpaHE MpaBe p, Kao Ha CIUIH.
KoucTtpyncatn Ha mpaBoj p Tauky X, TakBy Ja je OINTap yrao Koju
o0Opa3yjy mpaBa p u mpaBa onpehena taukama B u X aymino Mamu of

OIITPOT yTia KOju 00pa3yjy mpasa p u npasa oapehena taukama A u X.
A

(1)  KomouHaTtopuka

1.  Tpupoanux OpojeBa Koju uMajy Oap nBe Hudpe U KOa KOjHX je cBaka
udpa Mama oJ1 MPETXOIHE HMa:
(A)1023 (b)1013 (B)9! (I)1024 (19! —10

2.  bpoj paznuunTiX HaYMHA Ha KOj€ MOTY Jia ce u3abepy /Ba HecyceaHa
neonudpeHa npupoaHa opoja je:
(A) 3826 (b) 3827 (B) 3915 (') 3916 () 3960

3. Konuko nma OujekIiMja Koje pecrKaBajy HeKe HelapHe MPUPOIHE
jemHonmdpene OpojeBe y HEKe HEMapHE NPUPOAHE jeaHouudpeHe
Opojese?

(A) 1545 (B) 11+ 21431 +41+5! (B) 1520 () 5!-15 (JI) 1225

4.  Konuko mMa CHUMETPUYHHMX OMHApPHHMX pellanvja AepUHHCAHUX HA
ckyny koju nma 2016 enemanara?
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PEHIEIHA 3AJTATAKA
KATEI'OPUJA 1 - HIECTH PA3PE]]
m AJjredpa u OpojeBu

bpoj 3amatka 1123
Tayan oqrobop | A |B | B

3agarak 4. Kaxo je ABCABC = 1001-ABC, a 1001 =7-11-13, 1o je
jenuHo moryhe perieme, ¢ 003upom na cy A, B u C pazmuuure nudpe,
A=7B=1,C=3.
(1)  Teomerpuja

bpoj 3amaTka 11213
Tavan ogroeop | A |B | B

3agatak 4. Tpoyrao BMC je jemHakokpaku, ma je cumerpana ZMBC
HMCTOBPEMEHO U BICHHA KOja oArosapa ctpanunu MC. [laxne, Baxu BN L MC.

3a Tpoyrao ABCyrao AMBC je cnosbamissu U BN, Kao mwerora cumerpana,
HOpMajHa je Ha cumerpany yriaa ZAABC, opmakie ciueaw na cy MC

nu S[g napajciiHe.
c

PN

A B M

(111)  Komomuatopuka

bpoj 3amatka 1123
Tagan ogrosop | B | | T
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3amarak 4. [lpea mudpa moxe 6utu u3 ckyma {2,4,6,8}, npyra u3 ckyna
{2,3,5,7}, tpeha u3 {1,3,5,7,9} u yerspra u3 ckyna {0,3,6,9}, Tako 1a OBaKBHX
OpojeBa nMa ykymHO 4 - 4 - 5 - 4 = 320.

KATEI'OPHUJA 2 — CEIMHU U OCMHU PA3PE]]

m AJjredpa u OpojeBu

bpoj 3amatka 1123
TauaH oaroBOp ' B|J

3agarak 4. Kako je 3nTpehm cremen mnpupomgHor Opoja, To je Opoj
MojaBJbMBamka CBAaKOT MPOCTOr 4YWHWOma y 3n nperkuB ca 3. Maxme, Opoj
MojaBJbUBakba MPOCTOT YHHKOIA 3 y 1 NIPH JIeJbebY ca 3 Jaje ocTaTak jaBa (na ou
y 3n 6uo aesbuB ca 3), a Opoj MmojaB/bUBamba CBAKOT APYror MPOCTOI YHMHUOIA Y
nje nespuB ca 3. Kako je 4 = 2 -2 - n4eTBpTH cTeneH mpupogHOr Opoja, To je
Opoj MojaBJbUBaa CBAKOT MPOCTOT YHHHOIA Y 471 JIeJbUB ca 4.

Jakie, Opoj mojaBJbUBamka MPOCTOI YMHHUOLA 2 Y M MPHU JACJbey ca 2 aaje
ocraTtak 2, a Opoj MojaBJbHBaka CBAKOT JAPYrOT MPOCTOT YHHKOIA Y N je JACJbUB ca
4. Kako ce Tpaku HajMamu Opoj N, 3aKJby4yjeMo Jia i, OcuM 2 U 3, HeMa JAPYrux
MPOCTUX YMHUIIAIA.

Opartie cieau a Opoj YMHUIIALIA Y 1L KOJU CY jeIHAKK 3 MOpa MPH JIebeiby ca 3
JIaTH ocTatak 2 ¥ OutH jaesbuB ca 4. Hajmamu TakaB Opoj je 8. Ciuuno, Opoj
YUHWIANA Y N KOJU Cy jeTHAKH 2 Mopa OWUTH JIeJbHB ca 3, a MpH Jejbewmy ca 4
natu ocrarak 2. Hajmamu TakaB Opoj je 6. IIpema Tome, Tpaxenu Opoj je
n=26-38

(1 I'eomeTtpuja

bpoj 3amatka 1123
TauaH oAroBOp A|/B|b
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3agarak 4. O3Hauumo ca P cpenumre kpaka BC, a ca Q cpenumrte kpaka DA.
JacHo na cy oBako u3aOpane Tauke P u Q neHTpH oAroBapajyhux KpyXHHIA U3
3amatka. Kopuctuhemo crnenehy jemHoctaBHy YHmHCHHAITY:
3a npouszsomne mpu mauxeP,Q,R saxcu Oa je PR < PQ + QR, npu uemy
jeouaxocm eadicu camo axko cy oge mpu mauxe xoauneapre u Q je uzmehy P u R.
Haxe,
ML <MP +PL<MP+PQ+QL
_BC AB+CD AD
“2 vt t7
_AB+BC+CD+DA

2
2016
=— = 1008.

Opnartne 3akibyuyjemo na ML He moxe outu Behe ox 1008, xao u 1a je jeaHako
1008 camo ako cy Tauke M, P, Q, L xonmureapre u P je msmehyM u L, a Q u3mehy
Pu L. IlpaBa PQ ceue xpyxHure kiu k, jep mponasu Kpo3 BUXOBE IEHTpE, 1a
ako 3a M u L y3meMo oHe mpeceke mpaBe PQ u kKpy>XHUIA k{1 kyKOju ce Hajase
y CIIOJBhalllkb0j 00JIaCTH Tparesa, nmamo 1a je ML = 1008.

(111)  Komo6uHaTtopuka

bpoj 3amaTka 11213
Tavan onroop | I' | B| B

3agarak 4. bpoj je nmesmpuB ca 4 ako M caMO aKO j¢ HEroB JABOIHM(PEHH
3aBpuietak jgejbuB ca 4. Ilomro ce Tpaxke OpojeBH ca pasIHYUTUM
nugpama,Moryhu aBoIUGbpPEeHN 3aBpILEIH CY:
04,08,12, 16,20, 24,28, 32,36,40,48,52,56, 60, 64,68,72,76,80,84,92, 96.
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VY cnyuajeBuma kajga ce mojaBbyje muppa 0 (uma mx 6), npee ABe nudpe
Ooupamo Ha 8- 7 = 56 HauuHa, a y octaiux 16 ciryuajeBa npse JBe mudpe dupamo
Ha 7 * 7 = 49 HauuHa.

Hakie, TpaxeHnux OpojeBa nma ykymHo 6 - 56 + 16 - 49 = 1120.

KATEI'OPUJA 3 - TIPBU U IPYI'U PA3PE]]

) Auredpa u 6pojeBu

Bpoj 3apatka 1123
Tawan omroop | B | A | [

3agarak 4. Heka je k mpousBosban mpupojaH Opoj. Tama ceakux 2k +

1 y3acTOMHHUX NMPUPOJHHUX OpojeBa MOXKEMO 3amucaTy Ha ciefehy HaunH:
n—k..,n—1nn+1,.,n+k (¥
3a HeKH mpupojaH Opoj n koju je Behu ox k.
Hakon cpehuBama, mo0wuja ce aa je jeTHaKoCT
M=k’ ++m-1%2+n2=mn+1)2%+ -+ n+k)?

eKBHBaJICHTHa ¢ jepHakomthy n = 2k(k + 1).

Axo 3a ny3smemo npuponan 6poj 2k(k + 1), onna he Bakutu n > ku n =
2k(k + 1), na he 3a O6pojese (*) BaxuTu TBphemwe 3a1aTka.

(1)  Teomerpuja

bpoj 3amaTka 1123
TauaH oAroBOp B|JO|A

3agarak 4. Heka je tauka B; cuMmerpuuHa Tauku By oJHOCY Ha TIpaBy p.
OnumuMo Kpyr ca IeHTpoM y Bikome je mpaBap TaHTeHTa M Ha OBaj Kpyr
KOHCTPYHILIEMO TaHTeHTY 13 Tauke A. Tauka mpeceka rnpaBe p U OBE TAHT'CHTE je
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TpakeHa Tauyka X. Heka je P mojHoXje HOpMalle W3 TaukeB Hap, cajga je
4BXP = 4PXB; = 4B1XQ.

A/
//-
B e
. i
’ ""\-—..._\_\_\_\_\_..- S 4
P a~_ /2«
S N a7 X

/ A/

/ ! ) - \ A
B3,

(111)  Komo0uHaTtopuka

Bpoj 3anarka 11213
Tavan ogroeop | B | T | A

3agaTak 4. 300r CUMETPUYHOCTH TaOJIMIa CUMETPUYHUX pellaliuja, eJIeMEHTH
3alMCaHM W3HAQJ TJaBHE JAWjaroHane onpelyjy M eleMeHTe HCIoJ TJIaBHE

nujaroHaine. Kako ce riaBHa aujarosaiga Moke IPOU3BOJBHO TIOMYHHUTH, TO MecTa
20172016 _
—=
2017-1008. Kako ce Ha cBakOoM MecTy Moke ymucatd Ll wmm T, OBaKkBHX

penarmja nMa ykyrnso 220172018

y Tabnunm koja oxpelyjy oBy penammjy uma 1+ 2 + -+ 2016 =
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»MIIAJU MATEMATHUYAP” je nuct 3a ydeHUKE CpebUX IIKOJIA.

Tupax Opoja je 500 mpumepaka.
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